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(,Ee-1nden abgedruckt aus dem "Journal für die reine u. augewandte Mathematik, Brl. 54'') 
Es ist meine Absicht, dem in der Ueberschrift bezeichneten Gegen-
stande, welcher, von Gauf.v zuerst angeregt, später; mit Erfolg von Galois, 
&rret, Schönemamt wieder aufgenommen ist, eine einfache zusammenhän-
gende Darstellung zu widmen, welche sich streng .an· die Analogie mit den 
Elementen der Zahlentheorie binden soll. Diese ist -in der' That so durch-
greifend, dafs es mit Ausnahme einiger unserm Gt3genstande eigenthümlicher 
Untersuchungen nur einer Wortänderung in den Beweisen der Zahlentheorie 
bedarf. lch.folge genau dem Gange, welchen Dirichlet in seinen Vorlesungen 
über die Zahlentheorie (oder in seiner kurzen Darstellung der Theorie der 
complexen Zahlen im 24sten Bande dieses Journals) eingeschlagen hat. In 
Rücksicht hierauf wird man es nicht tadeln, dafs ich meist nur die Haupt-
momente der Beweis~ hervorhebe, da gröfsere Ausführlichkeit für den Kenner 
der Zahlentheorie, welche hier vorausgesetzt wird, ermüdend sein müfste. 
Die hier dargestellte Theorie, deren Erweiterungen auf der Hand lie-
gen, ist vielfacher Anwendungen fähig, namentlich'auf aie Algebra, wie ich 
in einer spätern Abhandlung zeigen werde; zunäch.st schien es mir zweck-
mäfsig, dieselbe ohne alle Einmischung algebraischer Principien abzuhandeln . 
. Gebiet der Untersuchung; Definitionen und Fundamentalsätze. 
I. 
Unter einer lt'unction einer Variabeln x wird hier immer eine ganze 
rationale Function von x verstanden, deren Coefficienten reelle ganze Zahlen 
sind. Es werden die Eigenschaften solcher Functionen untersucht in Bezug 
auf einen Modulus, der eine reelle Primzahl p ist. Zwei t:unctit>ne.il ..t.f, B 
heifsen congruent in Bezug auf den Modul p, in Zeichen 





wenn sämmtliche Coefficienten der nach Potenzen von x geordneten Differenz 
A-B durch p theilbar sind, oder, was dasselbe sagt, wenn die Coe{.ficienten 
gleich hoher Potenzen von x in den beiden Functjonen paarweise einander 
congruent sind in Bezug auf den Modulus p. ~s ist daher diese Congruenz 
nnr ein Ausdruck für die Identität 
. A = Bfp.C, 
in welcher C eine beliebige Function bedeutet. Hieraus gehen sogleich die 
beiden folgenden Sätze hervor: 
Man darf in jeder Congruenz zwischen zwei Funetionen die Variabeln x 
durch eine beliebige Function von x ersetzen. _ 
Man darf jede Congruenz beliebig oft nach der Variabeln x ditferentiiren. 
Ebenso leuchten folgende Sätze ein, in welchen der Modulus p unver-
änderlich beibehalten wird : 
Ist A.=A', B_B'; so ist auch A+B=A'+B', ferner AB=A'B', 
ferner ,An= A'n, wo n eine positive ganze Zahl bedeutet; und allgemein: 
Sind die beiden Seiten einer Congruenz ganze rationale Functionen (mit gan-
zen Zablcoefficienten) von einer Reibe. von Functionen A, B, C etc. der 
Variabeln x, so darf man dieselben (an beliebigen Stellen) durch ihnen resp. 
congruente Functionen A', 8', C' etc. ersetzen. 
2. 
Der Exponent der höchsten Potenz von :c in einer Function, deren 
Coefficient nicht durch den Modul tbeilbar ist, heifse der Grad der Function. 
Aus dieser Definition, welche für alle Functionen gilt, die nicht = 0 (mod.p) 
sind, ergiebt sieb, dafs alle ;die unendlich vielen einander congruente~ Functi9r-
nen einen und denselben Grad haben. Ist ferner a der Grad von A, ß der 
Grad von B, -so ist a + ß der Grad von AB; denn das Product zweier durch 
eine Primzahl p nicht tl1eilbaren Zahlen- Coefficienten ist ebenfalls nicht theil-
bar durch p; · Hieraus folgt weiter: Ist AB= 0 ( mod. p ), so t'st mindestens 
eine der beiden Functionen A, B= 0 (mod. p); und ferner: Ist AB -:=A'B',· 
und A:::: .A' nicht .:;::=. 0 (mod. p), so. ist B ~·B' (mod, p); denn es ist· 
AB . .4R:, oder A ( B-B,'Y- 0 (mod. p). Dieser Satz tiebt daher die 
Bedingung für die Berecbtig.~ng zu~ :Division . einer f;ongr:Uenz durch eine an..., 
dere. Ferne\' ist leicht zu ~eben, dafs .die Anzahl ·de:r einander nicht con ... 
gruenten (incongrt~enteti) Functionen vom Grade u., gleich (p -1)p" ist; 
denn der Coefficient von xa kann p -1, der jeder niedrigern Potenz kann p 
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nach dem Modul p incongruente W erthe hab~n, und der Coefficient jeder 
höhern Poten~ ist:" 0 (mod.p). Dies Resultat gilt auch für den Fall a = 0, 
insofern bei den Funclionen, welche - 0 sind, überhaupt von einem Grade 
keine Rede ist. 
3. 
Sind A, B, C drei solche Functionen von x, dafs A __ BC (mod. p), 
so heifsen B, C (oder alle diesen congruente FunQtionen) Divi.wren oder 
Factoren von A (oder jeder mit A congruenten Function) in Bezug auf den 
Modul p. Gleichbedeutend sind die Ausdrücke: 4 , ist ein Multiplum von 
B, C; oder: A ist theilhar durch B, C. Diese Theilbarkeit nach eine~ 
Modulus ist natürlich nicht mit der algebraischen The.ilbarkeit zu verwechseln, 
obwohl aus der Ietztern stets die erstere folgt. OfJ'enbar kann der Grad eines 
Divisors B von A nicht höher sein als der Grad von A. Jede Function ist 
:j . ' 
theilbar durch jede der p-1 incongruenten Functionen vom Grade Null; denn 
jede der Ietztern ist einer durch p nicht theilbaren Z.ahl a congruent; bestimmt 
man nun a'· so, dafs aa' _ 1 (mod.p), so ist A __ a.a'A, wo A jede be-
liebige Function bedeutet. Aufser diesen p -1 Functionen vom Grade Null 
hat keine andere die Eigenschaft, Divisor von jeder beliebigen Function zu 
sein; denn eine Function, deren Grad höher als Null ist, kann nicht mehr Di-
visor der Functionen vom Grade Null sein. Man kann deshalb (zufolge der 
Analogie mit ähnlichen Untersuchungen) diese p-1 incongruenten Functionen-
classen vom Grade Null Einheiten nennen. 
Man kann jede Function vom Grade a congruent setzen dem Producte 
aus einer bestimmten Function vom Grade Null und einer Function vom Grade 
a, in welcher der Coefficient von a.:" _ 1 (mod. p)c. ist (solche Functionen 
sollen primäre heifsen); denn ist fJ, der durch fJ nicht theilbare Coefficient 
von x" in A, und aa' = 1 (mod. p), so ist A = a.a'A, worin a'A eine 
primäre Function ist. - Die • Anzahl der incongruenten primären Functionen 
vom Grade a ist gleich p". 
Aus der Definition der Multipla ergeben sich unmittelbar die beiden 
folgenden Sätze: Ist eine Fnnction ein Multiplnm von einer zweiten, diese ein 
Multiplum vori einer dritten, diese von einer vierten u. s. w., so ist jede frü-
here in der R<Cih.e dieser Functionen ein Multiplum von jeder spätern. - Die 
Summe und die Differenz zweier Multipla von einer Function sind selbst wie-






V{)n grofser Bedeutung für die späiern Untersuchungen . ist ·folgende 
A.uf!labe: Zu · untersuchen, ob zwei gegebene Fonetionen A; A' nach -, dem 
Modul p gemeinschaftliche Divisoren haben. · ' . 
Zunächst Iäfst sich zeigen, dafs man stets eine Congruenz von der Form 
A== QA'tA" (mod. p) 
aufstellen kann, . in welcher Q, A" zwei neue Functionen sind; deren letztere 
A" einen niedrigerD Grad als A' hat, oder gar = 0 (mod. p) ist. Denri es 
sei a der Grad von A, a' der von A'; im Fall iHm a <a' ist, 'braucht man 
nur Q = 0, A" A (mod. p) zu setzen; ist aber a > a', so kann man die 
Zahl q so bestimmen, dafs A - qxa-a'. A' von niedrigerm Grade a1 als a ist; 
ist dann al auch < a', so ist das Ziel schob erreicht, wenn man Q =l!Xa~' 
setzt; ist aber a1 > a', so verfährt man' mit der Funetion A -q:c"-a''. '.A' 
ebens'o' Wie bei dem ersten Schritte mit A' - man bestimmt ql so' dafs 
A- qxa-a'. A'- q1 xa,-a'. A' von riiedrigimil Grade ist' als a1 u. S. f. bis man 
zu einer Function voQ niedrigerm Grade als (/ gelangt, was nach einer end-
lichen Anzahl von Operationen 'geschehen inufs. Man set!Zt dann 
Q _ qxa-a' tq1 x"'~"·+·etc,. (~od.p) 
und dann ist A" _ A- QA' von ni.e.drigerm , Grade. als a'. W. Z. ß. W. 
Aus der so gebildeten Congruenz folgt,nun unmittelbar, dafs jeder ge-
meinschaftliche Divisor von A, A'. auc4 Divisor von .A"" und umgekehrt dafs 
jeder gemeinschaftliche Divisor vo1_1 A', ~ A'.' auch .Divjsor von A, sein mufs. 
M_a,n braucht daher die Ope~ation nur fortzus,etz,en .u,nd ein System von Con-
gru.enz~n zu bilden: ,, . ,( 
1 
A == QA'tA" 
A' = Q'A" tA"'. 
(mod ... p) 
' ~ } 
l.'' . A.C"~2) == ,QC~-:-2) ACv~;) + A~r> 
_ACv-1) == QCv-1) A.Cv) 
in ·Welchem die Grade a', a" etc. eine .abnehmend-e ReiJre-·JJilden~ woraus von 
selbst folgt,' dafs· nach einer endli~heir Anzaht;v.on\Opfiratidnen es geschehen 
mofs, dafs ':eine . Funetion · A~.v;-tJ -durch;; 'llie ·; oäthstfolgletllf:e, ..jCv> otheilbar ·ist .. 
Schreitet. man von der ersten, biihzttr detzten Congmenz '!fort, so ergie8t sieh., 
dafs 'jeder gemeinschaftliche;Divisor ·:V'Qlt(Jlif", A: -auob;·Di;visor :von --_AM.; sein 
mufs; verfolgt man den umgekehrten Weg, so ;erg'ieht sieh, dafs· AW 9i\Tisoi 
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aller vorhergehenden Functionen und folglich auch gemeinschaftlicher Divisor 
der beiden Functionen A, A' ist. Es heifse daher _A<vJ ein gröfster gemein-
schafllicher ·Divisor von A, A'. Multiplicirt man _.4(>') mit einer beliebigen 
Function vom Grade Null (mit einer Einbeit), so bat das Product offenbar die-
selbe~Eigenschaft wie · A~"J; es giebt daher p -1 incongruente gröfste gemein-
schQftliche Divisoren desselben Grades, und ein einziger unter diesen ist primär. 
Drückt man vermöge der vorletzten Congr.ueuz A<yJ durch _A<v-•l und 
~f<v-2)~ diese vermöge der vorhergehenden Congruenzen durch die vorhergehen-
den Functionen aus, so kommt man zuletzt auf eine Congruenz von der Form 
G.At G' • ..4' == _A<vJ (mod.'.p), 
; 
-welche also stets möglich ist, wenn A<vJ gröfster gemeinschaftlicher Divisor 
von A~ ..4' ist. 
. ) 
Ist der gröfste gemeinschaftliche Divisor ..4~"> der Functionen A, A' 
vom ·Grade Null (also == 1 ( mod. p ), wenn er primär ist), so heifsen A, ..4' 
relativ prim gegen einander. '' 
Aus dieser Detinition folgt der Hautllsatz :'~Sind A, A' zwei relative 
Primfunctionen, und ist M eine beliebige Function; so ist jeder gemeinschaft-
liche Divisor der beiden Functionen AM~ A' zugleich gemeinschaftlicher Divisor 
von M, A'. , Denn multiplicirt man die Reihe der Congruenzen, durch welche 
die Jrunctionen A, A'~ A"· ... A<v> zusammenhänge», mit 1J1, so e.rgieht sieb 
unmittelbar, dafs jeder gemeinschaftliche Divisor von AM, A' auch Divisor 
" von A"M, A"'M ... A<">M und folglich auch (da d:er Annahme nach A<"> vom 
Grade Null ist) von M;. also geJOeinschaftlicher Divisor von M, A' ist. (Dies 
folgt auch unmittelbar aus der Congruenz G AM+ G! MA' = A_<v> M.) 
Die wichtigsten Specialfälle dieses Satzes sind die folgenden: Ist auch 
M relativ p.riui gegen A'-,. so ist der gröfste gemeinschaftliche Divisor von 1U 
und A', und folglich auch der von AM und A' .eine- Function vom Grade 
Null, d. h. AM und A' sind, relativ prim gegen einander; und hieraus ergiebt 
sich der Satz: Wenn zwei Reiben von Functionen so beschaffen sind, dafs 
jede Funclion der Eiinen· Reihe relativ prim gegen Jede Funclion der andern 
Reihe: isv,·· so ist das Product aus sämmtl1cben Fun-etiori.en der einen Reihe _re-
• . 
lativ prim gegen da~ Product aus sämmtlichen Funclionen der andern Reihe. 
Eine zweite Specialisirung ist di~ folgende.· Ist wieder A relativ prim 




Divisor von AM, A' auch gemeinschaftlieber Divisor von M, A', also Divisor 
von M. 
Hieraus folgt weiter: Ist jede der Fnnctionen A, B, C etc. relativ 
prim gegen jede der andern, und ist ferner eine Function ,ff durch jede der 
Fonetionen A, B, C etc. theilbar, so ist M auch durch· dtfs Produet ABC ... 
theilbar. Denn der Annahme nach ist M = GA durch B . tbeilbar, folglich 
ist, da A relativ prim gegen B, 0 ==RB, also M =HAB u~ s. w. 
Eine Function, welche nach dem Modul p nur solche Divisoren hat, 
die entweder ihr selbst, oder Functionen vom Grade Null (d. h. Einheiten), 
oder Producten aus beiden congruent sind (denn jede Function hat alle diese 
Divisoren)~ heifst (irreductibel oder) eine Primfunction nach dem Modul p; 
jede andere heifsl (reductibel oder) zusammengesetzt. Es leuchtet ein, dafs 
, eine beliebige Function entweder durch eine bestimmte Primfunclion theilbar, 
oder relativ prim gegen dieselbe ist. Ist daher ein Product .AB durch eine 
Primfunct.ion P theilbar, so ist mindestens einer der Factoren A, B für sieb 
allein durch P theilbar; denn ist .A nicht durch P theilbar, so ist A relativ 
prim gegen P, und folglich B durch P theilbar. Derselbe Satz gilt für ein 
Product aus beliebig vielen Functionen. 
Es leuchtet. ein, dafs jede beliebige Function M sich darstellen läfst 
als Product aus Potenzen von Primfunctionen, .welche unter einander incon-
gru.ent sind, und deren Anzahl eine endliche ist (wenn der Grad von M end-
lich ist); und zwar ist wesentlich nur eine einzige solche Darstellung möglich; 
d. h. wenn in der einen Zerfällung a Factoren vorkommen, welche einer und 
derselben Primfunction A congr·uent sind, so werden auch in jeder andern 
Zerfällung a Facloren vorkommen, welche derselben Primfunction A oder 
einem Product aus A in eine Einheit congruent sind. Man kann d.ie Prim-
functionen sämmtlich primär annehmen; ist dann 
wo z eine Einheit, A~ B, C etc. incongruente primär~ Pri,nfunc\ionen, a" IJ~ 
c etc. positive ganze Zahlen bedeuten, so ist jeder primäre Divisor D ·von 
M von der Form 
D _!__ -4a'Bb'Cc' ( d ) = .ca ••• mo .p 




nicht gröfser als f"~ "~ c etc. sind. Die Anzahl der incongruenten primären 
Divisoren von 1JI ist demnach = (af1)Cht1)(ct1). 
W e~n eine Function M einen Divis'Or D r~mal enthält, d. b. wenn 
M _ GDm (mod. p), so folgt durch Differentiation . 
: _ ( G.m ~~ tD· ~~)Dm-l (mod. p); 
also enthält die Derivirte von M denselben Divisor D mindestens (m-1)mal 
(sie kann ihn auch öfter enthalten). Ist daher eine Function relativ prim ge-
gen ihre erste Derivirte, so ist sie einem Product aus lauter incongruenten 
Primfunctionen congruent. 
Allgemeine Sätze über die Congruenzen, welche sich auf einen 
doppelten Modulus beziehen. 
"1. 
Die· vorhergebenden Sätze entsprechen vollständig denen über die 
Theilbarkeit der Zahlen in der Weise, dafs das ganze System der unendlich 
vielen einander nach dem Modulus p congruenten Functionen einer Variabeln 
sieb hier verhält, wie eine einzige bestimmte Zahl in der Zahlentheorie, indem 
jede einzelne Function eines solchen Systems jede beliebige andere desselben 
Systems in jeder Beziehung vollständig ersetzt; eine solche Function ist der 
Repräsentant der ganzen Classe; jede Classe hat ihren bestimmten Grad, ihre 
bestimmten Divisoren u. s. w., und alle diese Merkmale kommen jedem ein-
zelnen Gliede einer Classe in derselben Weise zu. Das System der unendlich 
vielen incongruenten Classen - unendlich vielen, da der Grad unbegrenzt 
wachsen kann - entspricht der Reihe der ganzen Zahlen in der Zahlenth~orie. 
Der Congruenz der Zahlen entspricht hier Congruenz von Functionenclassen 
nach einem doppelten Modulus in der folgenden Weise. 
Zwei Functionenclassen oder deren Repräsentanten A, B heifsen con-
.iJruent in Bezug auf die Funclionenclasse, deren Repräsentant M, in Zeichen 
A B(modd.p, M) oder A _ B(mod.M), 
' ' ~ . ' . ' ' . . 
wenn, ~ie Differenz A-B nach dem Modul p durch M theilbar ist. 
Eine solche Congruenz zweier Functionen A, B in Bezug auf eine 
dritte ~1 ist also ,nur ein, anderer Ausdruck für die' Congruenz 





uo d hieraus ergiebt· sich, dafs man ":A, B; · M durch beliebige· ·F·unctionen 
A') ß', M' ersetzen kann, welche resp. jenen nach' dem Modul-p c0ngrue1it 
sind. Fernea· leuchtet ein, dafs man in einer solchen Congruenz die Variahele :c 
in den drei Functionen A, Bi M durch ·eine heliebige· Funttion von X er-
setzen kann. .._ 
Aus der Definition dieser Congruenzen -ergeben sieb folgende Sätze: 
Ist A. = A.' (mod. M), B=B' (mod.1Jf);-so ist A.+B~:Jf' +B" (mod. M), 
ferner AB_ .A'B' (mod. M), -ferner An ~-A'n (mod. M), wo D,eine positive 
ganze Zahl bedeutet. Und allgemein: Sind die beiden Seiten einer. :Congruell$ 
nach dem Modulus .Ltl ganze rationale Functionen (mit ganzen Zahlcoefficienten) 
von Functionen, so darf man jede der Jetztern (an beliebigen Stellen) durch 
eine andere ersetzen, welche ihr nach dem Modulus M congruent ist. 
Ist ,ferner AB-. 0 (mQd., M)vunJ A relativ prim gegttn M;·;~ ist 
auch ß == 0 ( mod. ilt); allgemeiner:; .ist AB ... .A'B' { mod. M) und .A == A' 
' (mod. M) und A relativ prim gegen M, so ist auch B =- B' (mod. M). 
Sind endlich A., A' congruent' nach, dem Modul M,. und heide von 
niedrigerm Grade als M, so müssen .A, ,A' auch nach dem einfachep ,Modul 
11 einander congruent sein. 
s. 
Man kann nun ein System vion Functionen aufstellen, so · · dafs • irgend 
eine beliebige Function einer von diesen Functioneri~ aber auch nur ein'er ein:;_ 
zigen nach dem Modulus M congruent ist. Es sei' .A eitle beliebige Function, 
so kann man, wie früher gezeigt ist, stets eine Congruenz von der Form·' .· 
.A- QMtA' '(mod.p) 
aufstellen, in welcher .A' von niedrigerm Grade ist als M. Stellt ·man d~b~r 
sämmtliche nach dem Modul p incongrue~te .Functionen . .von niedrigeriß Grade 
als M auf, so ist jede beliebige Function eirier von ,diesen 'pac~ d~pi .• Modulus 
1J1. congr~ent, aber auch nur ein~r einzigen von ihnen, w~il· z~~f ~~eh dem 
~odul _p . incongr.uente Functionen von ni~d~ige~m -~ra~~ ais_ M :a~ch;in ß.ezug 
auf 'M incongruent sind. Ist ,u der Grad 'von M, so· ist p~ die ·Anzahl dieser 
Functionen, welche also eil{ System der ;verlaniteri' Art bilden. Jedes solche 
System heifse ein : vollstä11diges S!J~'Iem· iTiccJTijJI'uinter"' /itmctiJJtien in Be>zug 
auf ~en Modul M. Multiplicirt • man jedes Glieu ;eines· ~olchen Systems mit 
einer und derselben· Function, Welche· gegen detl 1;~f()idol1I's .M relativ priih ist,j so 




'·; 9 .. 
Seien N, N' etc. beliebige Functionen, deren erste durch den Modulus M 
nicht theilbar ~ist, ferner n eine positive ganze Zahl, so heifst die Bedingung 
. Ny"fN'y"-1 fetc.fN(nJ _0 (mod.M) 
eine Con.iJruenz vom Grade n mit einer lTnbekannten y; und jede Function~ 
welche für y. substituirt diese Bedingung befriedigt, heifst eine Wurzel der-
selben. Ist eine solche Wurzel gefunden, so ist jede mit ihr nach dem Mo-
dul M congruente Function ebenfalls eine Wurzel; die Hauptaufgabe ist daher, 
säoimtliche nach dem Modul M''incongruente Wurieln zu finden. 
Wir betrachten zunächst die Congruenz er.,ten Grades, welche auf 
die Form 
Ay _ B (mod. M)' 
gebracht werden kann. Nehmen wir zuerst an, A· sei relativ prim gegen den 
Modul M, so giebt es (zufolge der Schiursbemerkung des vorigen Artikels), 
in jedem vollständigen Systeme incongruenter Functionen eine, aber auch nur 
eine Func~ion y, für welche Ay _ B wird; die Citngruenz bat daher in die-
sem Falle nur eine einzige Wurzel (d. h. alle Wur$eln sind dieser einen nach 
M congruent). Hat aber A mit M den gröfsten gemeinschaftlichen Divisor D, 
so mufs, wenn die Congruenz lösbar sein soll, auch B durch D theilbar sein; 
in diesem Falle sei A=:.A.'D, B=B'D, M-:=M'D (mod.p), so folgt aus 
der obigen Congruenz 
A'y _ B' (mod. M') 
und umgekehrt jene aus dieser. Da nun hierin A', relativ prim .gegen den 
Modulus M', so hat die letztere Congruenz eine aber auc~ nur eine ein21ige 
Wurzel. JV nac4. dem Modulus M'. Alle W.urzeln. 9er .ersten Congruenz sind 
daher in der Form 
y _ W + HM' (mod. p)' 
enthalten, und alle in dieser Form enthaltenen FHnctionen y sind auch Wur-
zeln. der ersten Congrueriz; und zwei in dieser ·Fo~il_l 'enthaltene Functionen 
W + HM', W +GM' sind stets, aber auch nur 'dimn nach dem Modulns M 
incongruent, wenn H und G nach dem Modulus D incongruent sind. Mithin 
hat in diesem Falle die erste Congruenz ebensoviel nach M incongruente 
Wurzeln, als es nach dem Modul D incongruente"Functioüen'· giebt, also p'\ 
wenn ~ der Grad von D ist. 
Für; djß: spil~e~n-: Ullli~r_snchWJgen ist auch 'ß.och, die Lösung ,der folgen-






allgemeine Form der Functionen y gefunden werden, welche die beiden Con-
gtuenzen y s A {mod. M), y = B ( mod. N) befriedigen. Aus der ersten 
Forra..folgt y::.::=:.AfzM (mod.p), wo ~ eine-beliebige Function ist, welche 
aber der Bedinguug LI+ zM . B (mod. N) genüg~n mufs; diese Congruenz 
bat nach dem Vorhergehenden eine einzige \Vnrzel nach dem Modul N, \IDd, 
es folgt daraus die aUgemeine Lösung y- W (mod. MN). 
IO. 
Hat man ein vollständiges Syst~m . incongruenter f,unctionen in Bezug 
auf den Modul M aufgestellt, so drängen sich die heide~ fo]g~nd~n Fragen · 
auf: Wieviele dieser Functio~en haben mit lU einen bestimmten D~vi~or D 
gemeinschaftlich? und: Wieviele. unter diesen haben D zum gröfsten gemein-
iChaftlichen Divisot' mit M? -:-. Die Beantwortung dieser Fra_g~n . ist. ·Un.ab-.:-
hängig von der hesondern Wahl de~ vollstä11digen, Systems incon.groon\er 
, functionen, da jede von zwei einander nach M congruenten · Fu~tion~n d~n­
selben gröfsten Divisor mit M gemei~scbaftlich hat, wie diß .andere. 
Die erste Frage ist im V"()rigen Artikel schon mit beantwortet;· zwei: 
Funetionen GD, HD sind stets, ab:er auch nur dann nach :dem Mo,dul M:;E.·N/) 
ineongruent, wenn G, H nach :dem Modul· N incongrnent sind; ist daher V 
der Grad von N, so gieht es P"· = p#.,...J nach M incongruente Functionen., 
welche mit M den Divisor D gemeinsam haben. 
Irgend eine dieser Functionen GD hat ferner stets, aber auch nur 
dann D zum gröfsten gemeinschaftlichen Divisor mit JJJ, wenn G relatiV prfrn 
geg~n N ist. Bezeichnen wjr daher allgemein ·mit rp(.A) die Anzahf'der'in 
Bezug auf A ineongruenten Funotionen, welche·· gegen A rehtti'f prim' 'sind~ 
so ist die zweite von uns gesuchte Anz.ahl = qJ(N). ' ·' · 
Schreiben wir nun sämmtlicbe Divisoren von M auf, mit der. B~sc~räJ)­
kung, dafs keiner von ihnen dem Producte aus einem and~rn in eine .Einheit 
congruent ist, also z. B. säm~tliche incongruente pri~är~ Di~i~o;e~ ~on 'M; 
so .hat irgend eine Function einen dieser Divisoren, ~her auc~ 'n~r .~i~en ein-
zige~ zum gröfsteo gemeinschaftlichen Divisor mii M~ . woraus Jn 'Verbindung 
mit dem V ~rhergehenden der $atz .. . , . . . . 
.Ip(N) = P"' , ': 
folgt,>wo das Summenzeichen sich auf ein so definirtes: Sysf~ von Divit;oren N. 





Aus diesem &at'Z:e ergiebt sieb sogleich t}elr~ Ausdmck .filr tp.(M} ,jn 
dem Fall, welin 'M einer Potenz A"' einer ebtzigen Primfunction congruent 
ist. Ist ~ :der :Grad von A, s'O hat m,an zufolge des . Sa-tzes·. 
';'qJ(f)tcp(A)tcp(~f··•tcp(..J"-l)tp{..f") "=· prza 
und ebenso 
folglich 
Auf diesen Fal~ wird aber jeder andere durch folgenden Satz zurück-
geführt: Sind M, N relativprimgegen einander, so ist ip(MN)=p(M)p(N); 
w.eldi.et' sich so bew~fln läfst.. ·Mtm hil:de dns. v.oliJ!f\ät9ig~·System. der. g10g~~ 
M relativ primen und nach M incongruenten. F~~tiwum,.6, .. .Wren ;(\~bl 
p ( M); ebenso bilde man in Bezug auf den. Modulus N ein entsprechendes 
System von p (N) Functionen H; ünd in Bezug ·imf MN ein solches System 
von p (MN.) Functionen F. Es ergiebt sich dannl;mit· Hülfe· deP •Scltluf.~ 
hemerkmtg tfes ·V-origen· Artikels, 'dafs allen '(jl(.M)(j:JQN)'.Combina1i0nen von 
Congruenzen y · (} (mod. M) 'Jmd y ~ H (mod. N) ·eine, aber auch nur 
eine Lösung Vf,>P d~r Form. y = F c.mod.. MN)" ·9$;dl umg,e~ehr~ ifeq~r..d~~ 
p(MN) Congruenzen der let~tern Form eine, aber auch nur eine Combination 
der erstern Form .entspricht; woraus unmittelbar (jl (MN) = p ( M) p ( N) folgt. 
Seie~ nun A, B, C etc. sämmtliche einander incongruente Priinfunciionen 
resp. von den Graden a, ß, r etc., w~lehe in einer Function M vom Grade p, 
als Fa-etoren :enHifll\e& ;sind', und: .zwar so~ dafs keififHliesel'· ~t'imf1inctionen 
etWa '!ei'nem· Producte: aus· ··ehrer an'dern von ihnen iW mrie EiqAeit>' cOIJg'l'uent 
isf, ·Was 'man· i. B: da.durch erreicht, dafs man sie''~ -als primär amlimmt; 
dann ist · ::s , , 
.· 'q;(M) ==' 1i( 1-:a)( 1-;ß)( 1 nr:r).:.',:. , ''· 
' \ ' ', >• " •' , ' ' ' •J • •v 
'\; 
Il. ·';; ,·· 
Man schreibe das vollständige System der ·~egeh,1M relativ~''prlmen 
und in Bezt~g 'atif~ 1fl incongruenten Fnnctionen auf, deren Anzahl wir mit 
cj/(M) hezeiebtuit .ib*u• . liultiplicirt mab ·sie; sämm\li~,1JÜt eiirer·~n~' der.-
·selbeu F, we~lül sieh. in ibrem .. Complexe findet, so;hild~'<ditMp(M) Proiltnne 





aber· auch nur einem einzigen Gliede des andern Systems nach dem Modul M 
congruent ist.· Moltiplicirt man daher alle diese p(M) Congruenzen 'mit ein ... 
ander, und berücksichtigt, dafs das Product der p(M) gegen 1'1 relativ .Primen 
Functionen ebenfalls gegen M relativ prim ist, so erhält man den Satz 
F'f'(M) _ 1 (mod. M), 
welcher dem verallgemeinerten Satz von Fermat in der Zahlentheorie ent-
spricht. 
Ist M eine Primfunction P vom Grade n, so isl p(P) = p'n; -1, und 
folglich 
F'Pn_ 1 _ 1 ( mod. P) 
wenn F eine durch P nicht theilbare Function bedeutet, und allgemein ist 
ohne alle Beschränkung für F 
7t F" _ F (mod. P), 
wie unmittelbar einleuchtet. 
, Hieraus folgt, dafs die Auflösung der Congruenz ersten Grades 
. -
.J.y _ B (mod. M) 
in dem Falle, wo A gegen M relativ prim. ist, durch die Formel 
y = BA.P<MJ-t (mod. M) 
gegeben wird. 
12. 
Von nun an· wenden wir uns zu dem besondern Fall, in welchem der 
Modulus der Congruenzen eine Primfut~ctiou P vom Grade n ist. Dann be~ 
steht folgender Satz: Eine Congruenz F(y)=Ny"tN'yn-ttetc .. 0 (~od.P) 
kann nicht mehr als n nach dem Modul P incongruente Wurzeln haben. -
Beweis: Wir nehmen an 7 der Satz sei für Congruenzen vom Grade n - 1 
bewiesen, und zeigen, dafs er dann auch für Congruenzen vom Grade n gilt. 
Gesetzt dann, unsere Congrueliz n1"n Grades hätte mehr als n incongruente 
Wurzeln, also mindestens ntt. Sei W eine derselben, so ist für jede an-
d~re. !von, dieser verschiedene y . , . . ' 
F(y)-F(W). (y~_W)F1 (y) = 0. (mod. P), 
wo'~F1·(y) ein Polynom vom Grade n-1 ist, und folglicli. hätte, -da y.;;;.... W 
nickt ~ 0 ( mod. P} sein .• kann, <die Congruenz F 1 { y) = 0 ( mod.' P) vom 




Salz· für die Congt.oenzen 'ersten Grades schon früher bewiesen, folglich gilt 
er für jeden Grad. · 
Hat aber unsere Congruenz nten Grades wirklich n incongroente Wur-
zeln W~ W'~ W" etc., so müssen die Coefficienten gleich hoher Potenzen 
von y in den beiden Polynomen 
· F(y) = Ny"tN'yn-t + etc. 
G(y) = N(y-W)(y-W')(y-W") 
ei'rlander paarweise nach dem Modul P congruent sein; denn sonst hätte die 
Congruenz 
F(y)-G-(y)- 0 (mod.·P), 
deren Grad jedenfalls niedriger als n ist, n incongruente Wurzeln; sie darf 
daher gar keinen Grad haben, d. h. alle Coefficienten derselben müssen durch 
P theilbar sein. 
Nun haben wir im vorigen Artikel gesehen, dafs die Congruenz 
Tl 1 
y'P- = 1 · (mod. P). 
dt'll'ch jede der pn-' 1 incongruenten gegen P relativ primen Functionen F 
befriedigt wird ; mithin ist identisch 
prr;-1 
y -1 = ll(y-F) (mod. P), 
wo II(y-F) das Product aus allen Factoren (y-F) bezeichnet. Daraus 
folgt als Analogon zu dem Satze von Wilson in der Zahlentheorie das Theorem 
IT(F)f1 = 0 (mod. P), 
wo II(F) das Product aus allen pn-1 nach P irleongruenten und durch P 
nicht theilbaren Fundionen bedeutet. Und umgekehrt mufs P eine Primfunction 
sein; wenn dieser Satz gilt; denn hätte P einen von einer Einheit verschie-
denen Divisor D von niedrigerm Grade als n~ so fände sich unter den pn-1 
Furictionen F eine· (im Art. 10 bestimmte) A.nzahl solcher, welche mit P den 
Divisor D gemeinsam hätten; daraus würde aber folgen, dafs auch die Einheit 




Sei' M Wieder ein beliebrge.r Modulus, A relativ prim gegen denselben, 





.M; es mofi- daher gescbeheA, : dafs A~M-: :!:E::A"" ·(mod.. MJ •U«h:folglio& 
A_n = 1 ,(mod. M) wird. Sei a der kleinste Wertb von n, .fötF·~elcben 
dies eintritt, so sagt man : A gejört zum &pooenten a; und es smd die a 
Fnrwmooen ' 
1, A, A 2 • • ,,Ail~.l 
incongruent nach dem Modul M, ~oraus folgt, dafs jede Zahl n, für welche 
A" = 1 ( mod. J.ff) wird, durch u.. tbeilbar ist · Zufolge des .Art. 11 ist aber 
4yo(Ml:;:;:,:;: 1 ( wod. 41)' also ist (4 ein Divis,or VQ~ lp C# ).. nn~~ .. k~·: d~~$ 
leicht direct bewiesen werden, und daraus ergieht sich dann ein IJ~\l~~ lJ~ 
weis des Satzes .A'J'(MJ == 1 (mod. M). Man braucht zu dem Zweck sieb nur 
der hf!kan~ten ~baiJ;!tion~metbode zu bedienen, durch wel~b.e. IMD 4\e ~(.Llt) 
: U> .... • • F ~ . <p ( M) G . • d . ·AJ• d"' .. gegen lu rendiv pr1men uneuonen m --:- ruppen, Je e von a u 1e .. rn 
zerfällt, deren allgemeine Form 
F, FA, FA2, • : • FAa-t 
ist~ wo F irgend eine gegen M relativ prime Function bedeutet; denn es ist 
leicht ~ll ~eig~, d~fs zwei solche Gruppe,~ .~n\w~der gan~ idtmti~, _:qd~ 
ganz verschieden in Bezug auf den Modulus M $ind., 
Wir verlassen den allgemeinen Fall und nehwen nun an, dafs der Mo-
dolus eine Primfunction P tom · Grade n ist. Ist dann A irgend eine durch 
P niebt tbeilhsre Function, weh~he·in· Be21ug.auf P -z.wm Exponenten a gd'lört, 
so ist· a ein Divisor von pn-t; es fragt &ich: gtehören ~ j.e.df:im··DPrisCDi(•a 
von pn -1 wirklich Functionen, 4;? und wiE~ viel€\~ -
N~qmeu. wir zuerst aQ, ~s .. gebe min~~atens. ein~ J1uQctiQ" ~· \V.PI~q~ 
~q q 8'~4ört, $Q ~nd die a in<::Qngru.eQten, FQ.n({tiPQen t ~~ 4,,, 4.2,, s. ·: ~~~ 
~"wmtUcbe Wij.r~l.n .der .Congr11.~nz y" ~.1 (mod, R) ;. ~JJw ~Jl1Q Ex.~on~.ßt~~ « 
gehöreu.~e.n Functioueo müs~~n da~er , Gl\ed.erJ.l . di~.&er. G,rQJ}P~ cpp~~lltwtr, sein, 
n.Qd ~ .~r,gi~~t sich l.eicht, d.PJS ,f)ine Flll,l,Ciltiou lla' .. sJets.~ ab~J' a«ch,, ~mr, ~-~~ 
~QIJI. ~~pQne.ut~n ~ ge.hö•·t, WeJ~n 111' r~laU v. priiJ) . g~~en .a \~t., 1 ~ ~del) ~ir 
daher die Charakteristik lfi in der BedeJ~IUIJß' .. ~~ wie. s.!e to( del:' ~abll\nthe()ri.e 
gebräuchlich ist, so ist die Anzahl der ~u· ein~~ Divisor a von pn- 1 · ge-
. hÖrenden Fuoctionen entw~der = 0, oder . lpO. Da aber jede der pn -1. 
durch P nicht theilbaren Funotlölle'll'' w eh\~ aber auch nur zu einem ein-' 
zigen der Divisoren aJ a', a" . . . VQat;lJ" - 1 gehören mufs, und aufserd~m 
btebuallicb rpa t tpaft q>a" f ctc, = pn +--l, ijH4·:J ~(}! :. fH11iebL !Ueh le,ic~ d;lfs ~u 




· ..• , . · Es g.ie)ti;daber aoelt · tp(p"'---- 1) itl"ongmente. durch den Modul P nicht 
\heilbare Fu~D~B; ·welche ~um Exponenten p 11 ....... t gehören. Sei C irgend 
iJine derselben, 'SO sind die pn --·1 Functionen 
Pn 2. 
1, G> G2, lP, ... G -
sämmtli"h incongru~n,t, und sie bilden daher d~ß voHständige System der in-
congr~enten, dur,ch P nicht theilbaren Functionel), so daf,s also jede durch P 
nicht theilbare Function einer von ihnen, aber auch nur einer einzigen con-
grti~tit ·ist. Diese q; (pn -1) Functionen G 'biMsen primitive Wurzeln der 
Primfunction P. Nimmt man eine derselben C als 'Basis an, und ist F eine 
beliebige durch P nicht theilhare Function, so kann man stets 
F := Gn (mod. P) . 
. . . .. ....... ··~ 
setzen, wo n = 0 oder eine positive ganze Zahi <:: pn -1 ist. Diese Zahl n 
heifst dann der Index der Function F bezüglich der Basis G, in Zeichen 
I : ; : : 
F . Glnd.F (mod. P). 
'.' 
Dann leuchten folgende Sätze ein, in welchen .A, 'B Functionen be-
deuten, welche durch P nicht theilbar sind, und in denen die Basis der 
Indices unverändert bleibt: Ind. (AB) := Iod. A flnd. B ( mod. pn- 1 ), 
' . . . ' . '. '~ f. . . . 
Ind. (An) := n Iod. A ( mod. pn - 1); ferner folgt aus A := B ( mod. P) noth-
wendig Iod. A = Ind. B und umgekehrt. 
Ein anderer Satz welcher seiner Natur nach von d~r Wahl der Basis, 
unabhängig ist, lautet folgendermafsen: Gehört eine .. Function A zum Ex-
pon~nten a, so ist' pn-i der gröfste gemeinschaftliioo Divisor von p''"- 1: 
a 
und Jn·d. A ;' und 'Timgekehrt. 
Binomische Congruenzen. 
1!1~ 
Soll die binomiseh~ Co'ngrnenz y• _ A (mbd. P), ·in welcher A 
eine durch P nicht tbeilbare Function bedeutet, Jüsbar sein, so mnfs 
11 Ind~'.r ~ lnd:A (mod. pn- l) 'sein; ist nun d' der grötste gemeinschaft-
liche ·DiVisot v-on tt und pn- t , so mufs auch Iod . .4 durch d' theilbar sein, 
wenn dieSe-· Congruenz möglich sein soll, . und dann ·hat sie in der That c)' 
~mch dem· MOdul pn .._ 1 incongruenre W 1lrzeln Ind. r, d~nen ebenso viele 
nach ·dem Modttl'''P ineongrnente Worzeht y der binomischen Congruenz ent-





Die erforderliche und binreichende Bedingung für die Möglichkeit dieser 
Congrnenz, dafs mimlieb lnd. A durch den gröfsten gemeinschaft1ichen Divisor ö 
von n und p-a -1 theilbar sein mufs, ist unabhängig von der Wahl· der Basis 
und offenbar identisch mit der Bedingung, dafs A eine Wurzel der Congrnenz 
pn-1 
y-tf- _ 1 ( mod. P) ist; und man hätte dieses Kriterium auch leicht oliiie 
Hülfe der Theorie der Indices ableiten können. Zugleich leuchtet ·nun ein~ 
pn-1 
dafs die vorgelegte binomische Congruenz für - 0- incongruente Fn.nctio-
nen A möglich ist, und nur für diese. 
Quadratische Reste. 
15. 
Wenden wir die letzten Resultate auf den Fall an, in welchem n = 2 
und p ungerade ist (der Fall p = 2 ist leicht zu absolviren ), so ergiebt sich, 
dafs die Congruenz 
y2 _ A (mod. P) 
stets, aber auch nur dann möglich ist, wenn A eine der !(pn-1) Wurzeln 
der Congruenz 
YHPn-i) = 1 (mqd. P) 
ist, die wir quadratische Beste der Primfnnction P nennen, währ,end :·die 
übrigen i (pn- 1) incongruenten durch P nicht theilharen Functionen quadf.a-
tische Nichtre/)·te von P heifsen; und jedes Mal, . wenn A quadratischer, lle~t 
von P ist, hat die vorgelegte Congruenz zwei incongruente ·wurzeln. Die 
~ (pn- 1) Nichtreste sind offenbar die Wurzeln der Congruenz 
.,~:-.'<1, .: :: :., '~-~ .. '1"\-·.();~:~ 
y'(p -tJ _ ·~ 1 (mod. P) . 
. Doch lassen sich alle diese Sätze auch qnmitt~lhar aus den ersten 
Elementen ableiten, und zugleich ergeben sich da~n naue Beweise. für .~ie 
beiden Sätze, welche denen von Fermat und Wit.wn i in ~er Zahlenth{lorie 
analog sind. Ist A eine bestimmte .. der pn .,---1 durch P: .nicht t~eilbaren Functio,t; 
neo, so gf,lhört zu jeder beliebigen lf de;r;s~lben ; ei1,1.e, ~per, ~uch nur ein~;Jf:, 
so dafs FF' .· A ( mod .. P); . wenn nun: _;Br~(e~ 4 qu~dr~_~ischer .NiPh":.~~t 
von P is.t _(d. b. wenn dit?,'C~ngrue11z y;2 =f 4 .(~op,,,P,) unll\&glic.hJ,~~~P ~i~d. 




Functionen 11~ in -!(prr ....,- 1) Paare F, /1'';. woraus leicht folgt, dafs 
'i' 
. II(F) == AHrn-tJ. (mo'd. P) 
ist~ wo ,das Zeichen II .dieselbe Bedeutung hat, wie im Art. 12. Ist aber 
zweil(!lfs A quadratischer Rest, d. h. ist die Congruenz y 2 _ A (mod. P) 
möglich~ so ist einleuchtend, dafs diese zwei Wurzeln von der Form W 
un~ ~ W ha,t, und das Product dieser beiden Functionen ist . ~ A ( mod. P); 
di~, ü)>rigen pn - 3 Functionen F zerfallen aber, wie im ersten Falle, in 
i-(pn.....,.... 3) Paare incongruenter Functionen F, F'; woraus folgt, dafs in diesem 
F~lle, 
ll(F) ==-AH,.n-1) (mod.P) 
ist. Da nun 1 quadratischer Rest von P ist, so folgt aus dem zweiten Fall 
zunächst der Satz 
II(F)f 1 _ 0 (mod. P), 
sodann, dafs 
AHv"-t) _ t 1 oder -- -1 (mod. P) 
je nachdem A quadratischer Rest oder Nichtrest von P ist, und endlich, dafs 
in beiden Fällen 
Apn-l _ 1 (mod. P) 
ist Die Anzahl der quadratischen Reste bestimmt sich endlich folgendermafsen. 
Man kann die Ti'''- 1 Functionen F in HPn -1) J?aare von der Form F, 
--.:.Fzerlegen, woraus folgt, dafs es höchstens !(Pn-"-t) incongruente Quadrate, 
also auch höchstens ebenso viel incongruente quadratische Reste giebt; da 
aber aufserdem je zwei verschiedenen Paaren, wie leicht zu beweisen ist, 
wirklich incongruente Quadrate entsprechen, so giebt es in der That -Hpn~1) 
quadratische Reste und ebenso viele Nichtreste. 
16. 
, , Das Zeichen (;) möge t 1 oder -:- 1 bedeuten~ je nachdem (die 
durch die Primfunction P nicht theilbare Function) A quadratischer Rest oder 
Ni~h.trest von P ist.' Dann leuchten folgende Sätze ein: . 
11 Ist A==ß (mod.P), soist (!)=(!)· 
(AB)· (A)(B) - ' 2) P = P P oder aUgemeiner: das Product aus einer be-





tischer Rest .o~r ,NieJltrest, je nachdem die Anzahl d~r Factorea,' welche 
Nichtreste sind, gerade oder ungerade ist. . 
Man kann auch noch ein anderes Kriterium 1 aufstellen, um zu ent-
sCheiden;, ob: eine Funetion A quadratischer·Rest 'Oder Nichttest von :P ist. 
Tb eilt mhn nämlich sämmtliche p11 - 1 Functiorieri F' in H pn -1) Paare ' \Tön 
der Föhn F, ~F, und nimmt aus jedem Paare Wilt~rlidi eine Fonction,-·'so 
erhhlt ·man eine Gruppe von t(p11-1) F•inctionqn F,'· deren ~Quadrate sämmt-
-- lieh incohgruent· sind, und ebenso biiden ·die 'übrigen; ·tcp~ -1) Fun'ctionen 
~ 'F: eine sdlche Gruppe. Nun bilde man die' Prodncte·~:a'Qs jede-r·'Function' der 
einen Gruppe in die Function A und bez;eichne mit !"' die Anzahl derjenigen 
unter diesen Producten, welche Functionen der andern .Gruppe- congruent sina; 
so: ist leicht zul zeigen,, dafs '' J ~ • . 
, (pn 1) , , , A'I - ( -1}" ._ (mo,d. ,P) 
'I ~ 
oder (~) =(-1}" ist. Je nachdem also p. gerade oder ungerade, ist ~~-;1 
quadratischer Rest oder Nichtt·est von P. 
: •• j .) • ' ' 17. ; .. , .,. ~ 
Die Frage: "Von welchen Primfunctionen P ist eine gegeMne Function 
.,_4 quadratischer Rest?", weleheofftt Me Theorie'ider quadratischen Formen 
(mit Functionen einer Variablen;;lf). von Wi~h.tigk~it,ist, :wkd. ye..,mög_e d~ 
vorigea. iArtikels:. auf den f)IIL redu_ch·~.:, ,in .w~c~em A eine Pr~mf~pctioQ :!J-
(vom ·Grade,()) ist. Die analoge Fr.age in .der'Zah,le,n~heorie wi~d ~ek,anntlich 
durcb ·den ( ~uerst von Gtlu{tt; ,bewiestul~n): sogenannten· 6,eciprocitä&s-ßa~~ von 
Legend1'e ·beantwortet. Diese, Analogiev ,W;el~e, cßich bis.her in allen Pri .. cip~ 
uad Beweisen: bewährt. har,JififS<t kciO:eB·:~~~Mel · ttn'.'Jd~r):EX;i~tenz ,aine~t~nt'"" 
sprechenden Sdtzes in unserer Tbiorieüllrig;;JJ)i~~s 'fh®rem,laulet hhd~r·That 
c:)c~) ~jc/y·~, 
~orln' Ji; : R primäre Pririiftlnctioo~b re;p. von'. deri' (i;~deh ;n';"' (iHbedeuten, 
ri~d '( ' 1) ' 'c ~ 1 )f(p4~ dalt~aie'n. ~oil:~~e;;J,;~ ist. i be'r'i!~'it, in welcli~in 
p < ~l· ;-.:if:~~. ';_lJ~.lJ.;·t.:; 1:'·}~,-~ , .. ; . . :'''· . ··: ~ .. ' ' :.i·, 
P, R. nicht primär sind, lä(.St sipb_ \lD~jUelbar (auf diesen zuri!cldühren. Denn 
bedeutet E irgend .ei~-~, de/ p~l' ti~b,~i~~n~,·s·~ i~.t:~t~~ c;~) , (;,), wo A 
· ~ l · .I., ~-.-,H; ~ .. ""::.~?_i,·· ~ ·t'"'!·~;~)~-iF)·~_{;i: 'Ll:,,:l \ ·:..:~ .': .._ ":"··' 1 t ~ 




wo e eine Zahl ::!:± E {mod. p) ·und ( ;) das Zeichen von Le,9endre ist 
B9ide Sät~~t1,ahJ4t IRicbt: in beweisan. . . . 
D~r Bewei~. ans,er~s Theorems k.a.QI) ganz an~log dem fünften lltl'fl(."-
scben}Or"':de.u ·Satz von Legendre geführt werden un~. stützt sich dann auf 
das mm Schlus~~: d~s vorigen Artikels bewiesene L~mma. .Man betrachtet di~ 
VQ!l$tändigen .Systeme. inc.ongrQ.enteJ) Functionen (mit .Ausnahme derer, ~t~lche 
, Q. ~d) in. Bflzug· auf die drei )lQdQli ]!, R, PP,,. :pnp wähiLdazu imlijer 
dif!Jllcongruenten Functionep, der~n· Gr~de ~lejner ~i~d als der des entsprecben..-
den Modul. Jedes dieser drei Systeme !heilt man in zwei Grt~ppen vol} gieich 
viel Gliedern ein, deren erstere sämtptlicbe Functio:ge~ F enthält, deren höch-
ster Coefficient einer der Zahlen 1, 2, ... -!(p-1) c~ngruent ist, während die 
• ' { ' ·.• \ ;-·. t • . ' ' .• \'l',,i . :. \ 
andere Gruppe· die übrigen Functionen - F enthält, d~ren höchster Coefficient 
einer d~r Zahl~n·:-1, -2, ... -·Hp_:1) 'congrV,ept ist. Die weitere Ein-
theilu~g d~r beid~~ Gruppen des drÜten Systems, welches sich auf den Mo-
dolus PR bezieht, in jedesmal acht Classen mit Bezug auf die Moduli P, R 
und die Schlufsfolgerungen daraus bis' zu dem letzten Resultat hin, in welchem 
der Beweis des :Theorems enthalten. ist, sind · deri(m,:der citirten Ablumdlung 
von:CauflY ·SO ähnlicli, dafs die vollständige Durchführung· Niemandem entgehen 
kann~ :Und ·.bi~r:m\t wollen. wir diesen Theil u~sei,'Jlf• Theorie verlassen, da 
seine w~i~ere En~~ic~l9ng ·sich von StJlbst ergi~bt. ·~ 
···. i 
Bestimmung der Primfuncti~en. 
lS. , 
. ' . :·.. r . -~ ~ '; . -~ ' . ·~· . . : :' . ·.er· l ·•· 
Sei P .eine Primfunction vom Grade n, 4 eine ~eti,ehige, Function; 
, : .:::i'':'·J ;,'~: :~~ .····· .-· ·. .".. ,Ji p3 i • : .• ~ . 
bildet man die .ummdliche Rei.b~ .A) .A, 4 ., .A . ··~' so m1,1f~ es.f1~t11rH~h ge ... 
' · · m+~ · : ' .·' ·nr · ' 
scbehttn~ dafs ein, (i:lied .4.P . · , einew früber.n Glied.~, .AP na~;h d~m Modul P 
congruent ist Om>ft'iill ,4f der. Null od~r eiuer Einhejl .. eongru~n\'ist.". wi~~ s~QJJ 
AP _ .A (mod. P)); da ferner allgemein APn = A. (mod. P) ist,. so k&nn 
, .. m+n m 
man annehmen, dafs m<n ist; erhebt man daher die-Congruenz A.v =A'~' 
zur Pot~nz pn-m, so ergiebt · si~h leicbl APn == A (r.~;ad. P).· _Sei nun (J > 0 
der niedrigste W erth von n, für , welchen dies eintritt, so wollen ~ir sa~en: 
die Fu'ricti6n A'ip'af$l zur Z~hl ~:''.'Dann'' sind die <' Functione,!J: .. · . 
: . . : . ; '. ;. ~ t '( 
. . ·-1 






m+n m lt 
sämmtlich incongruent, denn aus ....41' = A" wirde wieder A 71 =A folgen. 
Daraus ergiebt sich dann leicht, dafs, wenn A11n = ....4 ist, ·" nothwendig durch 
(! theilbar sein: mufs. Also ist jedenfalls (! ein Divisor von n. 
Es fragt sich nun : Passen zu jedem Divisor (! von n wirklich Functio-
nen? und wieviele? :--- Zunächst leuchtet ein, dafs die Anzahl der (incon- · 
gruenten) Functionen, welche zu (! passen, ein Multiplum (! .1/J ((!) von (! sein 
mufs (die Null vorläufig nicht ausgeschlossen). Denn wenn ...4 zu (! pafst, so 
passen auch die (! in dem C.omplex (~.) enthaltenen Functionen zu (!; ebenso 
die (! Functionen 
(~.} " p• p(l"...l B, B, B , ... B , 
wenn B zu (! pafst; und endlich sind zwei solche Complexe (~.) und (~.) 
entweder ganz identisch, oder ganz verschieden in Bezug auf den Modulus P. 
Ferner ist klar, dafs alle zu (! passenden Functionen unter den Wurzeln 
' der Congruenz 
ypl! ~ · y (mod. P) 
zu suchen sind, und jede Wurzel dieser Congruenz pafst zu einem bestimmten 
Divisor von €!· Endlieb hat diese Congruenz in der That pe incongruente 
n 
Wurzeln, was sich unmittelbar daraus ergiebt, dafs y'P - y algebraisch durch 
ype- y theilbar ist. Und da urlter diesen pe Wurzeln auch sämmtliche Functio-
nen enthalten sind, die zu einem beliebigen Divisor d' von (! passen, so er-
giebt sich die Gleichung: 
,;;::tl1fltd') '·. p(l, 
wo. sich das Summenzeichen auf sämintliche Divisoren d' von .€! bezieht. Stellt 
tnan mm diese Gleichung für ]~den Divisor Q von n auf, so erhält man offen-
bar ehensoviel Gleichungen, als unbekannte Zahlen 1Jl(d') zu bestimmeil sind. 
Für den Fall, dafs n eine 'Potenz aa einer Primzahl a· ist, ergiebt sich die 
t , 
Auflösung unmittelbar; denn dann ist, wenn' a' eirie der Zahlen 1, 2, 3 ... a 
bedeutet, 
~,~ ' 1 '0' : ;(:.lrz'-i:·, ;·'r;-: .·. 
folglich a .1f1(a~ ); .,. p~ --;--1?~ h, di~"Anzahl ;~er incongr:oenten Functionen, 
welche zu dem Divisor aa' von n = aa passen. 




des folgenden allgemeinen Theorem;s leicht hinschreiben: Seien f(m) und 11-.(m) 
zwei von der ganzen Zahl m in der Weise abhängige Funcfionen, dafs die 
letztere gleich ist der Summe der W erthe der erstern· 'für alle Divisoren von m; 
so läfst sich umgekehrt {( m) als algebraische Summe einer Reihe von W erthen 
der Fun.ction F(m) darstellen. Seien a, b, c . . . sämmtlicbe von einander 
verschiedenen Primzahlen, welche in m -aufgehen, so. ist 
wo die Summenzeichen auf der rechten Seite sich der Reihe nach auf alle 
Combinationen zu 1, 2, 3 u. s. w. aus den Primzahlen a, b, c ... beziehen. 
Und es ist leicht zu sehen, dafs dasselbe Theorem auch gilt, wenn die Functio-
nen f, F sich auf irgend welche Elemente m beziehen, denen jedesmal be-
. stimmte andere Elemente nach denselben Priilcipien entsprechen, wie die Divi-
so.ren . einer ganzen Zahl dieser. Zahl selbst entsprechen. 
So .folgt aus diesem Satze unmittelbar die Bestimmung der in der Zahlen-
theorie gebräuchlichen Function 
m m m 
p(m).= m-~-+~--~-+··· a. ab ahc 
aus dem Satze ~cp(lY) = m, wo lY alle Divisoren von m zu durchlaufen hat. 
Ebenso ergiebt sich aus dem in Art.10 bewiesenen Satze ~cp(N)=p·u 
die Umkehrung 
cp ( M) = p~-' - ~pl-'-a. f ~pP- (a+ß) _ ~ pp-(a+fi+y) f ... 
= p~-' (t - _!_) (1 - ..!.) (1 - -.!.). · · · p" pß pr . ' 
denn in diesem Falle war F(M) = P"· 
In unserm Falle haben wir f(m)=m.1f.J(m) und F(m)=pm, und es 
ergiebt sich also 
m m m, 
m.1f.J(m) ~ pm-~l!a f~p-;tb _ ~pa.bc+··· 
als die Anzahl der nach dem Modul P incongruenten Functionen, welche zu 
dem Divisor. m ·des Grades n von P passen; und ·hier bezeichnen wieder 





. .Die Unabhängigkeit dieses Ansdrucks von dem Moltiplum n 'der Zahl m 
und der hesoodern Natur der Primfimction P läfst Vermutben, dafs derselbe 
eine ~llgemeinere Bedeutung hat, was sich auch bald lrerausste11en wird.· · · 
I9. !:· 
71: 
, Satz: Die Function x 11 - x ist näch Hem Modul p tongruent dem 
Producte aus allen primären incongruenten Primfunctiont}n; · dereri Gtade DiVi.J. 
soren von n sind. -
Beweis: 1) Die vorgelegte Function kann keine einander congruenten 
Factoren enthalten, da ihre Derivirte einer Einheit congruept isf..:" 
' 'r ' 
2) Sie ist durch jede Primfunction R theilbar, deren Gr~d ~ ein 
(! 
Divisor von n ist. Denn es ist x'P ___: x (mod; B)., · und wenn· man ,beide 
Seiten jmmer wieder zur Potenz pl! erhebt 
~ 2(! 1J 
x == xP == ;1l == ... ==:I! (mod. B). 
3) Sie kann keinen· Primfactor von höh~rm Grade als n «mt~alteri~ 
Denn bezeichnet {( x) eine heli:ehige Function, so ist, wie leicht zu zeigen, 
für jede positive ganze Zahl h: ; :\ 
h h 
f(xt = f(.:rl ) (mod. p) • . 
- 71: 
Ist nun Q irgend ein Primfactor von x'~' - x, so ist also 
n n , 
f(xl = f(x'P ) = f(x) (mod. Q); 
mithin ~ind alle i~ Bezug auf Q in~ong~~e~t~n Fußetionen f(x) Wurzein der 
".,. . .! . i : . > ' . . : .· .; 
Congruenz y = y (mod. Q), und folglich kann die Anzahl d1eser ill Bezog 
auf Q incongruenten Functionen nicht grösser alsp"', folglich de~ Grad ~~n ;Q 
nicht gröfser als n sein. · ' · ' 
n 
4) Der Grad jedes Primfactors von a! -l :c ist ein Divisor von n. 
Denn es folgt aus 3), dafs die Function x in Be~ug . auf. ~ine ~rtmrun~tio~ Q 
. . . . ' '·' '··"'' ' . p 
vom Grade p, zur Zahl p, selbst pafst (so dafs , die !1- Functionen x, x , 
z pP..;_l ,' t'<> > ' ; •• l f *! }·.~~:~! ; 
x
1
', ••• x in Bezug auf Q incongruent sind); ist daher xfl .~x: )(mod. Q), 
so mufs ,u ein Divisor von n sein. 
TC • , •• 
5) Die Fnnction · .. al ~·x· enthälf daher alle Prifut~nctionen, deren 
Grade Divisoren von n .si,n~1 ;, ;UQ~ ;JJDI" \solche-; fel'.-erhj.We, Jiur ein Mal;. tqjd 
.Ja>ihr höchst.el," Coefficienb= .1 (mod.1 p)dst, .sodis,,;sie: dem Prodn_..e r_. 
allea primären Primfnnction:en,IOQltgraeBt;--:de~n- Grade Divisoren von '1,! sind. 





Bezeichnet man daher die Anzahl der· primären Primfunctionen von 
einem Grade e mit lfJ((J), so ist 
. ·' ' 
.2() •lfJ((!) = Pn~ 
·,., ') \. ; ·. . : 
w9rin sich ~as Summenzeichen auf a:lle Divisoren (J· ,der Zahl n bezieht. Ver-
gieicht man diese Formel mit der im Art. 18, wo die allgemeine Auflösung 
Söleher Gleichungen gelehrt ist, so ergiebt sich, dafs. die Furiction lfJ hier wie 
dort für gleiche Argumente stets denselben W ertn hat; und es ist nun auch 
niebt schwer, die Identität der Bedeutung derselben- :in beiden Untersuchungen 
nachzuweisen. · •''-:· 
Zunächst ziehen wir aus der im .,Art. 18 entwickelten Form für m .lfJ ( m) 
den Schlufs, dafs es in der That 'PrirnfunctiQnel) v9n jedem Grade ,m giebt; 
denn wäre die rechte Seite . 0, so könnte ~an sie durch ihr letztes Glied 
m r 
pabc .. · dividiren, woraus folgen würde, dafs die Zabl1 als algebraische Summe 
.i· ' " ,., ' '• ' ' ' ' • ' ·• ' ' 
ei~.ef ~eih~ von Potenzen ~in er P~~!llzahl p (> 1t,d~tstellbar wäre, was nn-:" 
mö~licb ,ist, da 1 ~icht durch p !heilbar ist; und ne"Miv kann lft.lfJ(m) seiner 
Bedeutung nach nicht sein. . .. 
Sei nun P eine Prirnfunciion vom Grade ~~- und A eine Function, 
welche in Bezug auf den Modulus P zu dem Divik~'r (! von n pafst. Dann 
sirid • die Coeffieienten sämmtl'icher· Pot~nzen von y 'in .,d~m Producte 
' . ' ' " " p p• ,; ' ·'· p~-1 
· (y-A)(y-A ){y-A ) ... (y 7 A ) 
nach dem Modulus P Zahlen. congruent. . Denn jeder Coefficient ist eine 
" 1 
symmetrische Function der (! Functionen A~ AP~ .•. · ;t,Pe- und bleibt daher 
sich selbst congruent, wenn man x durch xP ersetzt, -d, h. er ist eine Wurzel 
der Congruenz yP _ y ( modt P). Mit andern W o~ten, diese Gruppe von p 
Functionen, welche zu dem Divisor (! passen, bildet das vollständige Wurzel-
system einer Congruenz 
' ~' i~ : ,; ; -;: t ' ' • ~(Y) .. : .ö (mod. P): ~ 
yom G.rade {! ~ deren CoefficienteQ .~on ~: unabhängjg.,siup. Umgekehrt .läf~t 
sich,., ~~~r. au{lb Jej~ht zeig~n, dafs.; ~e.nn. ejne Congr;penz, d~rep Coefficienten 
vQn :c ~uahhängig sind, .eine W qr~~l A qesitz~, wel~~e zu dem Divi~or (!.von 
. .. ". e-1 
n>pafst, sie.lluch die iibrigen (J -1 Funotionen AP~ A.P., •.. AP . ··zu Wurzeln 
haben mufs · (ein ,Salz, der ; sich,. leicht. verallgemein:ern läfst). t>araus folgt~ 
dafs R ( y }. nach dem Modul '1' ntoM in :Factoren :aiedrigern ·Grades · zerlegt 
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werden kann, oder .mit andern Worten~ dafs B ( :r) eine Primfunction vom 
Grade (I ist. . Die identische Congruenz :· ' 
yn-y _ II(y-1/) (mod.P..) 
führt dahe1·, wenn man die Factoren, welche- eine Gruppe zusammengehöriger 
zu einer und derselben Zahl passender Fun~tionen ll bilden, jedesmal in einen 
. n 
Fact9r zusammenzieht, zur Zerlegung der Fun;etion y - y in ihre irreductibeln 
Factoren in Bezug auf den Modulus p. . Auf diese Weise ist der Zusam~Jen­
hang der Bet1·achtungen des Art. 18 mit der Bestimmung der Anzahl der Prim-
functionen vollständig dargelegt. 
21. 
Sei nun M eine beliebige Fußetion vom Grade fl und zwar 
ltl _ EAa ßbCc • .. (mod.p), 
worin E eine Einheit, A, B, C etc. incongruente primäre Primfunctionen resp. 
von den Graden a, ß, r etc. sind. Sei ferner n irgend eine durch sämmtliche 
Zahlen a, (i, r elc. !heilbare Zahl und P eine Primfunction vom Grade n. 
Dann bat nach dem Vorhergehenden jede der Congruenzen 
A(y)==O (mod.P), B(y)==O (mod.P), etc . 
. ebensoviel incongruente Wurzeln,' als ihr Grad beträgt, und zwar ist der Grad 
die Zahl, zu welcher die Wurzeln passen. Daraus folgt, dafs man stets eine 
identi.ycne Congruenz von der Form 
M(y) == E{II(y-'A'J}a{ll(y-B')}b ... (mod.P) 
aufstellen kann. in welcher 
a-l 
II(y- A') ~ (y- A' )(y- A'1') ••• (y- A'P ), 
und A' eine Function ist, welche zum Divisor a von n. pafst. 
22. 
Man kann endlich auch das Produet aller primären Primfunctionen eines 
bestimmten Grades rn isolirt darstellen, mit Hülfe eines Sat~es, welcher deni 
im Art. 18 ohne Beweis angeführten analog ist und durch einen logarithmischeil 
liebergang leicht aus diesem abgeleitet werden kann. Dazu führt folgender 
Gedankengang. Sind a, b ·zwei ganze positiv,e Zahlen, und ist c < 6;;Ger 
beLder Division von a durch h bleibende (nicht negative) Rest, so.ist: . t1~ 1 




bleibt;- und dies, .bleibt-, auch noch richtig, wenn man für x eine beliebige 
positive ganze .Zahl p ·einsetzt. ·-Ist daher· h. der gröfste gemeinschaftliche 
Theiler von a~ ·b~ so istalgebraisch xh-1 öer gröfste gemeinschaftliche Theiler 
von xa -1, · X 0 -1; und· ebenso ist im gewöhnlichen Sinne ph -1 der gröfste 
gemeinschaftliebe Theiler von pa- 1, p6 .:_ 1. Daraus folgt durch abermalige 
Anwendung desselben Satzes, dafs algebraisch x 11h_1 -1 der gröfste gemein-
schaftliebe-Tbeil er von x 1'a-:-i .:.._ 1, x 116 -,t -1, und also auch x 11h - x der 
. . ' . a b 
grofste gemeinsch'aftliche Theiler von :rl - :C, x 11 _;_ x ist. 
Sei nun m irg~nd eine positive ganze Zahl, welche durcb keine andern 
Primzahlen als a, b~ c ... theilbar ist, so folgt aus den vorhergehenden Prin-
cipien, dafs 
m m m 
m p a "'äi) P abc (x" -x):II(:x: -x) Xfl(xP -x):ll(x -x)X··· 
eine ganze Functioo ist; hierin bezieht sich das Product- Zeichen fl der Reihe 
nach auf die verschiedeneo Combinationen zu 1, 2, 3 u. s. w. ; und die mit 
einander abwechselnden Divisions- und Multiplicaiionszeichen beziehen sich 
jedesmal nur auf das 'zunächst folgende Product. 
Nehmen wir nun hierin p als Primzahl an, so ergiebt sich aus den 
vorhergehenden Artikeln, dafs die nach dem so eben bezeichneten Gesetze 
gebildete ganze Function in Bezug auf den Modul p congruent ist dem Pro-
ducte aus allen incongruenten primär.en Primfunctionen vom Grade m. Der 
Grad dieser Function ist, übereinstimmend mit Art. 18, gleich 
m m m 
pm-2pa f2p"äb -2pabc + ... 
Die gemeinschaftliche Quelle des im Art. 18 angeführten und des ana-
logen so eben benutzten Satzes ist folgende. Sei m irgend eine ganze Zahl; 
ferner a, b, c" ..• k sämmtliche von einander verschiedene in m aufgehende 
PrimzahlEm; man bilde zwei getrennte Complexe 1J ~ D' von Divisoren der 
Zahl m nach folgendem Princip. In den Complex D nehme man zunächst 
alle Divisoren der Zahl m auf; in den Complex D' alle Divisoren von ~, 
. a 
alle Divisoren von 7 u. s. w.; dann wieder in den Complex D alle Divisoren 
m · m m 
von -b , von -, von -b u. s. w.; dann wieder in den Complei: D' alle 
a ac c 
Divisoren von ":_ u. s. w., bis man endlich auch alle Divisoren von m ar~c · abc ... k 





nachdem die Anzahl der Primzahlen a, b, c, . , . k: eine gerade: 'oder· ungerade 
ist. . Dann ist leicht .zu zeigen, dafs. jeder Divisor der Zabl m eben so oft in 
dem einen wie in dem andern Complex vorkommt;: ·mit Ausnahme des DivisOt-s'm 
selbst, der lediglich und nur ein einziges Mal in ~em Complex D vorkommt. 
Es bedarf nur eines Blickes, um hieraus die Umkehrungen der Gleichungen 
~{(J) = F(m) oder Hf(J) = F(m) 
abzuleiten, in welchen das Summen- oder Product- Zeichen ~ •oder IT sich 
auf sämmtliche Divisoren J einer belie!Jigen Zahl rn ~e.zi:~bt;, di!'lse Außösun-
gen sind in den Formeln . , 
f(rn) = F(m)-~F(:)+~F(:)-etc~· 
oder 
f(m) = F(m) :/IIJi'(:) X 11F(':;J: 
enthalten. 
Gottingen, im October 1856. 
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